


2  수학1 100개의 아름다운 문제를 모으다.

01-1 ▶ 2023년 고3 06월 평가원 공통 12번

1. 이고 공차가 이 아닌 등차수열 에 대하여 수열 
을     ≥이라 하고, 
두 집합 , 를

  , , , , ,  , , , , 
라 하자. ∩ 이 되도록 하는 모든 수열 에 대하여 
의 값의 합은?
①  ②  ③ 
④  ⑤ 

01-2 ▶ 변형문항

2.  이고 공차가 이 아닌 등차수열 에 대하여 수열 
을      ≥이라 하고, 
두 집합 , 를

  , , ,⋯, ,  , , , ⋯, 
라 하자. ∩ 이 되도록 하는 수열 에 대하여 의 
값의 합은?

①  ② 
 ③ 

④ 
 ⑤ 





기출에 변형을 더하다.  3

02-1 ▶ 2023년 고3 04월 교육청 공통 20번

3.등차수열 의 첫째항부터 제항까지의 합을 이라 하자. 
이 다음 조건을 만족시킬 때, 의 값을 구하시오.

 (가) 은  ,  에서 최솟값을 갖는다.
 (나)   인 자연수   이 존재한다.

02-2 ▶ 변형문항

4.등차수열 의 첫째항부터 제항까지의 합을 이라 하자. 
이 다음 조건을 만족시킬 때, 의 값을 구하시오.

 (가) 은  ,  에서 최댓값을 갖는다.
 (나)   인 자연수   이 존재한다.



4  수학1 100개의 아름다운 문제를 모으다.

03-1 ▶ 2023년 고3 09월 평가원 공통 21번

5.모든 항이 자연수인 등차수열 의 첫째항부터 제항까지의 

합을 이라 하자. 이 의 배수이고 
  



  일 때, 의 

값을 구하시오.

03-2 ▶ 변형문항

6.모든 항이 자연수인 등차수열 의 첫째항부터 제항까지의 

합을 이라 하자. 이 의 배수이고 
  



  일 때, 의 

값을 구하시오.



기출에 변형을 더하다.  5

04-1 ▶ 2023년 고3 07월 교육청 공통 12번

7.모든 항이 정수이고 공차가 인 등차수열 과 자연수 이 
다음 조건을 만족시킨다.

 (가) 
  

 

  

 (나)    

   일 때, 의 값은?
①  ②  ③ 
④  ⑤ 

04-2 ▶ 변형문항

8.모든 항이 정수이고 공차가 인 등차수열 과 자연수 이 
다음 조건을 만족시킨다.

 (가) 
  



  

 (나)    

   일 때, 의 값은?
①  ②  ③ 
④  ⑤ 



6  수학1 100개의 아름다운 문제를 모으다.

05-1 ▶ 2023년 고2 09월 교육청 공통 29번

9.다음 조건을 만족시키는 모든 수열 에 대하여 
  



의 

최댓값을 구하시오.

 (가) 모든 자연수 에 대하여 는 에 대한 방정식    
      의 근이다.
 (나) ×  ≤을 만족시키는  이하의 자연수 의  
     개수는 이다.

05-2 ▶ 변형문항

10.다음 조건을 만족시키는 모든 수열 에 대하여 
  



의 

최댓값을 구하시오.

 (가) 모든 자연수 에 대하여 는 에 대한 방정식 
 의 근이다.

 (나) ×  ≤을 만족시키는  이하의 자연수 의 
개수는 이다.

①  ②  ③ 
④  ⑤ 



기출에 변형을 더하다.  7

06-1 ▶ 2023년 고2 09월 교육청 공통 19번 

11.수열 이 다음 조건을 만족시킨다.

 (가) 네 수 , , , 은 이 순서대로 공비가 양수인 
등비수열을 이룬다.

 (나)  이하의 모든 자연수 에 대하여 ×   이다.

 

 , 
  



 

일 때, 의 값은?

① 
 ②  ③ 



④ 
 ⑤ 

06-2   ▶ 변형문항

12.수열 이 다음 조건을 만족시킨다.

 (가) 네 수 , , , 은 이 순서대로 공비가 양수인 
등비수열을 이룬다.

 (나)  이하의 모든 자연수 에 대하여 
×   이다.

  , 
  



  일 때, 의 값은?

①  ②  ③ 
④  ⑤ 



8  수학1 100개의 아름다운 문제를 모으다.

07-1 ▶ 2023년 고2 09월 교육청 공통 17번

13.모든 항이 양수이고 다음 조건을 만족시키는 모든 수열 에 
대하여 의 최솟값은?

 (가) 모든 자연수 에 대하여     이다.
 (나) ×  ×

①  ②  ③ 
④  ⑤ 

07-2 ▶ 변형문항

14.모든 항이 양수이고 다음 조건을 만족시키는 모든 수열 에 
대하여 의 최솟값은?

 (가) 모든 자연수 에 대하여     이다.
 (나) ×  ×

①  ②  ③ 
④  ⑤ 



기출에 변형을 더하다.  9

08-1 ▶ 2023년 고3 09월 평가원 공통 12번

15.첫째항이 자연수인 수열 이 모든 자연수 에 대하여

  











 이 홀수인 경우



 이 짝수인 경우

를 만족시킬 때,   이 되도록 하는 모든 의 값의 
합은?
①  ②  ③ 
④  ⑤ 

08-2 ▶ 변형문항

16.첫째항이 자연수인 수열 이 모든 자연수 에 대하여

  











  이 홀수인 경우



 이 짝수인 경우

를 만족시킬 때,   이 되도록 하는 모든 의 값의 
합은?



10  수학1 100개의 아름다운 문제를 모으다.

09-1 ▶ 2023년 고3 07월 사관학교 공통 13번

17.수열 이   ,   이고,  이상의 모든 자연수 에 
대하여


  



   

을 만족시킨다. 
  



의 값은?

①  ②  ③ 
④  ⑤ 

09-2 ▶ 변형문항

18.수열 이   ,   이고,  이상의 모든 자연수 에 
대하여


  



   

을 만족시킨다.   의 최댓값은?
①  ②  ③ 
④  ⑤ 



기출에 변형을 더하다.  11

10-1 ▶ 2023년 고2 11월 교육청 공통 15번

19.수열 의 첫째항부터 제항까지의 합을 이라 할 때, 두 
수열 , 과 상수 가 다음 조건을 만족시킨다.

모든 자연수 에 대하여   이다.

  일 때, 의 값은?
①  ②  ③ 
④  ⑤ 

10-2 ▶ 변형문항

20.수열 의 첫째항부터 제항까지의 합을 이라 할 때, 두 
수열 , 과 상수 가 다음 조건을 만족시킨다.

모든 자연수 에 대하여  ×  이다.

  일 때, 의 값은?



12  수학1 100개의 아름다운 문제를 모으다.

11-1 ▶ 2023년 고3 06월 평가원 공통 15번

21.자연수 에 대하여 다음 조건을 만족시키는 수열 이 있다.

   이고, 모든 자연수 에 대하여

     ≤
    

 이다.

×××  이 되도록 하는 모든 의 값의 합은?
①  ②  ③ 
④  ⑤ 

11-2 ▶ 변형문항

22.자연수 에 대하여 다음 조건을 만족시키는 수열 이 있다.

   이고, 모든 자연수 에 대하여

     ≤
    

 이다.

×××  이 되도록 하는 의 값은?
①  ②  ③ 
④  ⑤ 



기출에 변형을 더하다.  13

12-1 ▶ 2023년 고3 03월 교육청 공통 15번

23.모든 항이 자연수인 수열 이 모든 자연수 에 대하여

  











   이 홀수인 경우



   이 짝수인 경우

를 만족시킨다.   일 때,   가 되도록 하는 모든 의 
값의 합은?
①  ②  ③ 
④  ⑤ 

12-2 ▶ 변형문항

24.모든 항이 자연수인 수열 이 모든 자연수 에 대하여

  











   이 홀수인 경우



   이 짝수인 경우

를 만족시킨다.   일 때,   가 되도록 하는 모든 의 
값의 합은?
①  ②  ③ 
④  ⑤ 



14  수학1 100개의 아름다운 문제를 모으다.

13-1   ▶ 2023년 고3 07월 교육청 공통 15번

25.모든 항이 자연수인 수열 이 다음 조건을 만족시킨다.

 (가)   
 (나) 모든 자연수 에 대하여

  













 log 이 자연수인 경우

 log 이 자연수가 아닌 경우
이다.


  



  이 되도록 하는 모든 의 값의 합은?

①  ②  ③ 
④  ⑤ 

13-2   ▶ 변형문항

26.모든 항이 자연수인 수열 이 다음 조건을 만족시킨다.

모든 자연수 에 대하여

  













 log 이 자연수인 경우

 log 이 자연수가 아닌 경우
이다.


  



  이 되도록 하는 모든 의 값의 합은?

①  ②  ③ 
④  ⑤ 
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14-1 ▶ 2023년 고2 09월 교육청 공통 21번

27.수열 이 모든 자연수 에 대하여 다음 조건을 만족시킨다.

 (가) 이 의 배수가 아닌 경우     × 이다.
 (나) 이 의 배수인 경우     이다.

  일 때, 
  



의 값은?

①  ②  ③ 
④  ⑤ 

14-2 ▶ 변형문항

28.수열 이 모든 자연수 에 대하여 다음 조건을 만족시킨다.

 (가) 이 의 배수가 아닌 경우     × 이다.
 (나) 이 의 배수인 경우     이다.

  일 때, 
  



의 값은?

①  ②  ③ 
④  ⑤ 



16  수학1 100개의 아름다운 문제를 모으다.

15-1 ▶ 2023년 고3 10월 교육청 공통 15번

29.모든 항이 자연수인 수열 이 다음 조건을 만족시킨다.

 (가) 모든 자연수 에 대하여

  













 이 의 배수인 경우

 이 의 배수가 아닌 경우
이다.

 (나)   

   이 되도록 하는 의 최댓값과 최솟값을 각각 
, 이라 할 때, 의 값은?
①  ②  ③ 
④  ⑤ 

15-2 ▶ 변형문항

30.모든 항이 자연수인 수열 이 다음 조건을 만족시킨다.

 (가) 모든 자연수 에 대하여

  













  이 의 배수인 경우

 이 의 배수가 아닌 경우
이다.

 (나)  ≤

   이 되도록 하는 의 최댓값과 최솟값을 각각 
, 이라 할 때, 의 값은?
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16-1 ▶ 2023년 고3 11월 평가원 공통 15번

31.첫째항이 자연수인 수열 이 모든 자연수 에 대하여

  












 이 홀수인 경우



 이 짝수인 경우

를 만족시킬 때,   이 되도록 하는 모든 의 값의 
합은?
①  ②  ③ 
④  ⑤ 

16-2 ▶ 변형문항

32.첫째항이 자연수인 수열 이 모든 자연수 에 대하여

  












 이 홀수인 경우



 이 짝수인 경우

를 만족시킬 때,   이 되도록 하는 모든 의 값의 
합은?



18  수학1 100개의 아름다운 문제를 모으다.

17-1 ▶ 2023년 고2 11월 교육청 공통 21번

33.모든 항이 자연수이고 다음 조건을 만족시키는 모든 수열 
에 대하여 의 최댓값과 최솟값을 각각 , 이라 할 때, 
의 값은?

 (가)   
 (나) 모든 자연수 에 대하여 

      ×이 홀수인 경우
   ×이 짝수인 경우

이다.

①  ②  ③ 
④  ⑤ 

17-2 ▶ 변형문항

34.모든 항이 자연수이고 다음 조건을 만족시키는 모든 수열 
에 대하여 의 최댓값과 최솟값을 각각 , 이라 할 때, 
의 값은?

 (가)   
 (나) 모든 자연수 에 대하여     

      ×이 홀수인 경우
   ×이 짝수인 경우

 이다.

①  ②  ③ 
④  ⑤ 
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18-1 ▶ 2024년 고3 05월 교육청 공통 15번

35.첫째항이 자연수인 수열 이 모든 자연수 에 대하여

  











 이 의 배수인 경우






이 의 배수가 아닌 경우
를 만족시킬 때,   가 되도록 하는 모든 의 값의 
합은?
①  ②  ③ 
④  ⑤ 

18-2 ▶ 변형문항

36.첫째항이 자연수인 수열 이 모든 자연수 에 대하여

  











 이 의 배수인 경우






이 의 배수가 아닌 경우
를 만족시킬 때,   가 되도록 하는 모든 의 값의 
합은?
①  ②  ③ 
④  ⑤ 



20  수학1 100개의 아름다운 문제를 모으다.

19-1 ▶ 2023년 고3 04월 교육청 공통 15번

37.다음 조건을 만족시키는 모든 수열 에 대하여 의 

최댓값을 , 최솟값을 이라 할 때, log 
의 값은?

 (가) 모든 자연수 에 대하여

   
    
log   ≥

이다.

 (나)   

①  ②  ③ 
④  ⑤ 

19-2 ▶ 변형문항

38.다음 조건을 만족시키는 모든 수열 에 대하여 의 값을 
이라 할 때, log 의 값은?

 (가) 모든 자연수 에 대하여

   
    
log   ≥

이다.

 (나)   

①  ②  ③ 
④  ⑤ 
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20-1 ▶ 2024년 고3 03월 교육청 공통 15번

39.수열 이 모든 자연수 에 대하여

      
  ≤

을 만족시킬 때,   가 되도록 하는 모든 의 값의 곱은?
①  ②  ③ 
④  ⑤ 

20-2 ▶ 변형문항

40.수열 이 모든 자연수 에 대하여

      
  ≤

을 만족시킬 때,   가 되도록 하는 모든 의 값의 곱은?
①  ②  ③ 
④  ⑤ 



22  수학1 100개의 아름다운 문제를 모으다.

1-1 ⑤ 1-2 ④ 2-1  2-2 8 3-1  3-2 5

4-1 ③ 4-2 ① 5-1  5-2 ③ 6-1 ⑤ 6-2 ②

7-1 ④ 7-2 ⑤ 8-1 ① 8-2 61 9-1 ⑤ 9-2 ①

10-1 ① 10-2 729 11-1 ② 11-2 ② 12-1 ③ 12-2 ③

13-1 ④ 13-2 ⑤ 14-1 ③ 14-2 ④ 15-1 ② 15-2 100

16-1 ③ 16-2 149 17-1 ④ 17-2 ⑤ 18-1 ④ 18-2 ④

19-1 ④ 19-2 ④ 20-1 ③ 20-2 ③
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01-1 [정답] ⑤

[해설]
등차수열 의 공차를 라 하면   이므로

  ≠ ⋯⋯ ㉠
또한 수열 을     ≥ 이라 하면 두 집합  , 
 를

      

      

로 놓을 수 있고 수열 은 첫째항이  , 공차가 인 
등차수열이다. 이때 ∩ 이 되려면 다음과 같이 세 
경우를 생각해 볼 수 있다.
(ⅰ)    일 때

즉,   에서   이므로 조건 ㉠에 위배된다.
(ⅱ)    일 때

즉,   에서      

㉠과 연립하면       ,  
∴   ×  

(ⅲ)    일 때
즉,   에서      

㉠과 연립하면       ,  
∴   ×  

이상에서 조건을 만족하는 모든 수열 에 대하여  의 값의 
합은

  

01-2 [정답] ④

[해설]
등차수열 의 공차를 라 하면   이므로

 ≠ ⋯⋯ ㉠
또한 수열 을      ≥ 이라 하면 두 
집합  ,  를
        

      

로 놓을 수 있고 수열 은 첫째항이  , 공차가 인 
등차수열이다. 이때 ∩ 이 되려면 다음과 같이 네 
경우를 생각해 볼 수 있다.
(ⅰ)    일 때

즉,   에서    


에서 

  이므로   

           

         

∩  

따라서    

(ⅱ)    일 때

즉,   에서      

㉠과 연립하면      
 ,  



  

  


   


    

 
  


   


 

∩  

∴   ×

(ⅲ)    일 때
즉,   에서      

㉠과 연립하면      
 ,  



  

  


 


 


  


  

 
  


 


 


  

 
∩  

∴     



이상에서 조건 ∩  을 만족하는 수열 에 대하여 

 의 값의 합은 


02-1 [정답] 

[해설]
등차수열 의 공차를 라 하면
조건 (가)에 의하여     이므로
   에서   

의 값은  에서 최소이므로  ≥

 

 ≥

 이면   에서 모든 자연수 에 대하여
  이므로 조건 (나)를 만족시키지 않는다.
그러므로  
≥인 모든 자연수 에 대하여   이므로
 일 때   
조건 (나)에 의하여
    



 


 

  

 에서
 

 


 에서

 ,   

따라서
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 

 ×

 

02-2 [정답] 8

[해설]
등차수열 의 공차를 라 하면
조건 (가)에 의하여     이므로
   에서   

의 값은  에서 최대이므로  ≤

 

 ≤

 이면   에서 모든 자연수 에 대하여
  이므로 조건 (나)를 만족시키지 않는다.
그러므로  
≥인 모든 자연수 에 대하여   이므로
 일 때   
조건 (나)에 의하여
   



 


 

  

 에서
 

 


 에서

,   

따라서
 

 ×

 

03-1 [정답] 

[해설]
이 등차수열의 합이므로 모든 자연수 에 대하여

  
 (, 는 상수)

라 하면      
모든 항이 자연수이므로 는 음이 아닌 정수이다.


  




  





 ×

⋅⋅
×

⋅

   

∴  

     ≥ 에서    ≤


    에서

  ≤ 

이 의 배수이므로 가능한 수는 , , , , 이다.
이 중에서 가 정수인 경우는

    

일 때이다.
따라서   이고,      이다.

03-2 [정답] 5

[해설]
이 등차수열의 합이므로 모든 자연수 에 대하여

  
 (, 는 상수)

라 하면      
모든 항이 자연수이므로 는 음이 아닌 정수이다.


  




  





 ×

⋅⋅
×

⋅

   

∴  

     ≥에서    ≤ 


     에서
  ≤

이 의 배수이므로 가능한 수는 , , 이다.
이 중에서 가 정수인 경우는

    

일 때이다.
따라서   이고,     이다.

04-1 [정답] ③

[해설]
등차수열 의 첫째항을 라 하자.
조건 (가)에 의하여


  

 



×

  

 이므로     
(ⅰ)    인 경우

   이므로 
조건 (나)를 만족시킨다.
   이므로 
   ,    
   인 이 존재하지 않는다. 

(ⅱ)    인 경우 
   이므로 
조건 (나)를 만족시킨다.
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   이므로    
따라서  이므로  

(ⅲ)   ≤인 경우
  ≥이므로 
조건 (나)를 만족시키지 않는다.

따라서 (ⅰ), (ⅱ), (ⅲ)에 의하여  

04-2 [정답] ①

[해설]
등차수열 의 첫째항을 라 하자.
조건 (가)에 의하여


  





×

  

 이므로     
(ⅰ)    인 경우

   이므로 
조건 (나)를 만족시킨다.
   이므로 
   ,    
   인 이 존재하지 않는다. 

(ⅱ)    인 경우 
   이므로 
조건 (나)를 만족시킨다.
   이므로    
따라서  이므로  

(ⅲ)   ≥인 경우
  ≥이므로 
조건 (나)를 만족시키지 않는다.

따라서 (ⅰ), (ⅱ), (ⅲ)에 의하여  

05-1 [정답] 

[해설]
조건 (가)에 의해 실수  (는 자연수)는 
에 대한 방정식   의 근이므로
 

   또는   
조건 (나)에서 ×  ≤을 만족시키는  이하의 두 자연수 
을 각각 ,   라 하자.
   또는   , 
   또는   이므로 


  



의 값이 최대가 되는 것은

    일 때이고 
  



  

   또는   , 

   또는   이므로 

, 의 값에 따라 
  



의 최댓값은 다음과 같다.

(ⅰ)     이면
        이므로
조건 (나)를 만족시키지 않는다.

(ⅱ)   ,   인 경우
    이므로   ,   
≤≤에서 의 부호는 모두 동일하고
   이므로   ,   

≤≤에서 의 부호는 모두 동일하고
   또는   이므로


  



의 값이 최대가 되는 것은   ,   ,   , 

  일 때이다.


  




  




  




  





     

(ⅲ)   ,   인 경우
    이므로   ,   
≤≤에서 의 부호는 모두 동일하고
   이므로 
  ,   ,   ,   

≤≤에서 의 부호는 모두 동일하고    또는 
  이므로


  



의 값이 최대가 되는 것은 

  ,   일 때이다.


  




  




  




  





     

(ⅳ)   ,   인 경우


  



의 값이 최대가 되는 경우는

≤≤에서   이고
≤≤에서   일 때이다.
이때   ,   이므로   ,   
  ,   ,   ,   ,   , 
  


  




  




  




  





     

(ⅰ)∼(ⅳ)에 의해 
  



의 최댓값은 

[참고]


  



의 값이 최대가 되도록 하는 수열 의 첫째항부터 

제항까지는 다음과 같다.
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          

          

          

  , , , , , , , , , , ⋯

05-2 [정답] ③ 

[해설]
조건 (가)에 의해 실수  (는 자연수)는 
에 대한 방정식   의 근이므로
 

   또는   
조건 (나)에서 ×  ≤을 만족시키는  이하의 두 자연수 
을 각각 ,   라 하자.
   또는   , 
   또는   , 
   또는   , 
   또는   이므로 


  



의 값이 최대가 되는 것은

    ,     일 때이고 
  



  

   또는   , 
   또는   이므로 

, 의 값에 따라 
  



의 최댓값은 다음과 같다.

(ⅰ)     이면
        이므로
조건 (나)를 만족시키지 않는다.

(ⅱ)   ,   인 경우
    이므로   ,   
≤≤ 에서 의 부호는 모두 동일하고
   이므로   

≤≤ 에서 의 부호는 모두 동일하고
   또는   이므로


  



의 값이 최대가 되는 것은   ,   ,   일 

때이다.


  




  




  





     

(ⅲ)   ,   인 경우
    이므로   ,   
≤≤ 에서 의 부호는 모두 동일하고
   이므로 
  ,   ,   ,   

   또는   이므로


  



의 값이 최대가 되는 것은 

   일 때이다.


  




  




  





     

(ⅳ)   ,   인 경우


  



의 값이 최대가 되는 경우는

≤≤에서   이고
  일 때이다.
이때   ,   이므로   ,   
  ,   ,   ,   


  




  




  





    

(ⅰ)∼(ⅳ)에 의해 
  



의 최댓값은 

06-1 [정답] ⑤

[해설]
조건 (가), (나)에 의해
상수  ≠,   에 대하여
  ,   ,   ,   

조건 (나)에 의해

 




 ,  






 


 

 ,   

 




  



  

  









 
 


 

 


 

 , 
  



 

이므로 



 


   
는 실수이므로   

  


 


 



    ,  

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따라서   

   

[참고]

  

 ,   
 ,   ,   ,   , 

  ,   ,   

06-2 [정답] ②

[해설]
조건 (가), (나)에 의해
상수  ≠,   에 대하여
  ,   ,   ,   

조건 (나)에 의해

 




 ,  






 




 ,  







  



  

  











 
 


 

 


  , 
  



  이므로 

 

   
는 실수이므로   

  



 


 

    ,  

따라서   


   

[참고]
  ,   ,   ,   ,   , 
  ,   ,   

07-1 [정답] ④

[해설]
조건 (가)에 의해 모든 자연수 에 대하여

  

  이므로 

 은 과  의 등차중항이고
수열 은 등차수열이다.

등차수열 의 첫째항을   , 공차를  ≥ 이라 하면
조건 (나)에서
×   



× 

 

  이므로
 ,  ,  
조건 (가)에 의해
    

절대부등식의 성질에 의해
 ≥×  ×  

(단, 등호는  일 때 성립)
따라서 의 최솟값은 

[다른 풀이]
조건 (가)에 의해 모든 자연수 에 대하여 

  

  이므로

 은 과  의 등차중항이고
수열 은 등차수열이다.
등차수열 의 공차를  ≥ 이라 하자.
  

조건 (나)에서
×  

×  이므로 
 




  




  
,    



절대부등식의 성질에 의해

     


≥

×


  

(단, 등호는  
 일 때 성립)

따라서 의 최솟값은 

07-2 [정답] ⑤

[해설]
조건 (가)에 의해 모든 자연수 에 대하여

  

  이므로 

 은 과  의 등차중항이고
수열 은 등차수열이다.
등차수열 의 첫째항을   , 공차를  ≥ 이라 하면
조건 (나)에서
×   



× 

 
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  이므로
 ,  ,  
조건 (가)에 의해
  

절대부등식의 성질에 의해
 ≥×  × 

(단, 등호는  일 때 성립)
따라서 의 최솟값은 

08-1 [정답] ①

[해설]
수열 의 첫째항을 라 하자. 자연수 를 자연수 에 
대하여 나타내면
(ⅰ)  일 때

   ,    ,   
  이므로

  ,     
∴  

(ⅱ)  일 때
   ,    ,   

  이므로     
 인 자연수 의 값은 존재하지 않는다.

(ⅲ)  일 때
   ,    ,   

  이므로
  ,     
∴  

(ⅳ)  일 때
   ,   

자연수 를 자연수 에 대하여 나타내면 
()  일 때

   

  이므로
  ,     
∴  

()  일 때

  



  이므로




  ,     

∴  
이상에서 자연수 의 값은 

 ,  ,  , 
 의 값은  ,  ,  , 이므로 합은 이다.

08-2 [정답] 61

[해설]
수열 의 첫째항을 라 하자. 자연수 를 자연수 에 
대하여 나타내면
(ⅰ)  일 때

  ,   ,    
  이므로

 ,     
∴  

(ⅱ)  일 때
   ,    ,    

  이므로     
 인 자연수 의 값은 존재하지 않는다.

(ⅲ)  일 때
   ,    ,    

  이므로
 

,     인 자연수 의 값은 존재하지 않는다.
(ⅳ)  일 때

   ,   
자연수 를 자연수 에 대하여 나타내면 
()  일 때

   

  이므로
 ,      

 인 자연수 의 값은 존재하지 않는다.
()  일 때

  



  이므로




 ,     

∴  
이상에서 자연수 의 값은 

, 
 의 값은  , 이므로 합은 이다.

09-1 [정답] ⑤

[해설]
이상의 모든 자연수 에 대하여


  



    ⋯⋯ ㉠

이므로  을 대입하면
   ,      

이때   이므로      
또한 ㉠에서


  

 

   ⋯⋯ ㉡
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㉡㉠을 하면
       ≥ 

  로 놓고 에  ,  ,  , ⋯ 를 차례대로 대입하면
    

     

     

    

      

     

⋮

따라서         ≥ 

  이므로
  × 

∴  

∴ 
  



   ×

 

   

09-2 [정답] ①

[해설]
이상의 모든 자연수 에 대하여


  



    ⋯⋯ ㉠

이므로  을 대입하면
   ,      

이때   이므로     
또한 ㉠에서


  

 

   ⋯⋯ ㉡

㉡㉠을 하면
       ≥ 

  로 놓고 에  ,  ,  , ⋯ 를 차례대로 대입하면
   

    

     

    

     

     

⋮

따라서         ≥ 

  이므로
   ×  

∴  
∴   , , , , , , , , , , 

,  ⋯
따라서   의 최댓값은   

10-1 [정답] ①

[해설]

 일 때,     에서   


≥일 때, 
   

   
  

이므로   

  ≥

수열 은 첫째항이 
이고 공비가 

인 등비수열이므로 

  


×

 





  이므로   에서 




  

따라서  

10-2 [정답] 729

[해설]

 일 때,     에서   


≥일 때, 
   

   
  

이므로   

  ≥

수열 은 첫째항이 
이고 공비가 

인 등비수열이므로 

  


×

 






  이므로   에서 


  

따라서  

11-1 [정답] ②

[해설]
주어진 조건을 만족시키는 수열 에 대하여 는 
자연수이므로

   

  ×  

  × 
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(ⅰ)  일 때,
  이므로

  ×   

  ×   

  ×   

×××  이므로 조건을 만족시키지 않는다.
(ⅱ)  일 때,

  이므로 조건을 만족시키지 않는다.
(ⅲ) ≥ 일 때,

   이므로
   

( )  일 때,
  ,   이므로

    

  ×   

×××  이므로 조건을 만족시킨다.
( )  일 때,

  이므로 조건을 만족시키지 않는다.
( ) ≥ 일 때,

   이므로
   

(a )  일 때,
  ,   ,    이므로
    

×××  이므로 조건을 만족시킨다.
(b ) ≥ 일 때,

   이므로
   

  ,   ,   이므로 
×××  를 만족시키기 위해서는

 ,     


≥ 이므로    ≤  



따라서 자연수 는 이다.
이상에서 주어진 조건을 만족시키는 모든 의 값의 합은

 

11-2 [정답] ②

[해설]
주어진 조건을 만족시키는 수열 에 대하여 는 
자연수이므로

   

    

   

(ⅰ)  일 때,
  이므로 조건을 만족시키지 않는다.

(ⅱ) ≥ 일 때,

   이므로
   

( )  일 때,
   

  이므로 조건을 만족시키지 않는다. 
( )  일 때,

  ,  이므로
    

    

×××  이므로 조건을 만족시킨다.
 ( )  일 때,

   이므로
    

    

×××  이므로 조건을 만족하지 않는다.
( )  ≥ 일 때,

   이므로
   

  ,   ,   이므로 
×××  를 만족시키기 위해서는

 ,     


×××  이므로 조건을 만족하지 않는다.

이상에서 주어진 조건을 만족시키는 의 값은 

12-1 [정답] ③

[해설]
가 홀수이면 이 홀수이므로   에 모순이다. 따라서 
는 짝수이고 , 는 모두 짝수이거나 모두 홀수이다.
, 가 모두 짝수이면 도 짝수이고 마찬가지로
, 도 모두 짝수이다. 이는   에 모순이므로
, 는 모두 홀수이다.
따라서 , 는 모두 홀수이므로 가능한 , 의 값은 다음과 
같다.
(ⅰ) , 이 모두 홀수인 경우

   (은 자연수)라 하자.

  


 

  


 


 



  


 


 



  





 


 

이므로   이다.
따라서   ×  

(ⅱ) 는 짝수, 은 홀수인 경우 
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   (은 자연수라 하자.
    

    

  


 

  


 


 

이므로 은 자연수가 아니다.
(ⅲ) 는 홀수, 은 짝수인 경우 

   은 자연수라 하자.

  


 

    

    

  


 


 

이므로  이다.
따라서   ×  

(ⅰ), (ⅱ), (ⅲ)에서 모든 의 값의 합은   

12-2 [정답] ③

[해설]
가 홀수이면 이 홀수이므로   에 모순이다. 따라서 
는 짝수이고 , 는 모두 짝수이거나 모두 홀수이다.
, 가 모두 짝수이면 도 짝수이고 마찬가지로
, 도 모두 짝수이다. 이는   에 모순이므로
, 는 모두 홀수이다.
따라서 , 는 모두 홀수이므로 가능한 , 의 값은 다음과 
같다.
(ⅰ) , 이 모두 홀수인 경우

   (은 자연수)라 하자.

  


  은 홀수

  


 


 



  


 


 



  





 


 

이므로   이다.
따라서   ×  

(ⅱ) 는 짝수, 은 홀수인 경우 
   (은 자연수라 하자.
    

    

  


 

  


 


 

이므로 은 자연수가 아니다.
(ⅲ) 는 홀수, 은 짝수인 경우 

   은 자연수라 하자.

  


  은 짝수

    

    

  


 


 

이므로  이다.
따라서   ×  

(ⅰ), (ⅱ), (ⅲ)에서 모든 의 값의 합은   

13-1 [정답] ④

[해설]
(ⅰ) ≤≤인 모든 자연수 에 대하여 log이 자연수가 

아닌 경우
  ,    , 
   이므로 


  



   ,   

순서쌍   은    
그러므로   

(ⅱ) ≤≤인 자연수 에 대하여 log이 자연수인 이 
존재하는 경우 
  

 은 자연수인  ≤≤이 존재한다.
, , ,  중  ≥가 존재하면


  



  이므로 주어진 조건을 만족시키지 않는다.

그러므로 , , ,  중  ≥가 존재하지 않는다.
또한 , , ,  중 이 존재하지 않으면  , , , 

에 대하여 
  



  

그러므로 , , ,  중 하나가 이다.

만약 , ,  중 하나가 이면 
  



  이므로 

  

    
그러므로   일 때 조건을 만족시킨다.
  을 만족시키는 순서쌍   은 
  ,   이므로 
   또는   

따라서 (ⅰ), (ⅱ)에 의하여
모든 의 값의 합은   

13-2 [정답] ⑤
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[해설]
(ⅰ) ≤≤ 인 모든 자연수 에 대하여 log이 자연수가 

아닌 경우
  ,    , 
    이므로 


  



   ,   

순서쌍   은     또는    
그러므로    ,   

(ⅱ) ≤≤ 인 자연수 에 대하여 log이 자연수인 이 
존재하는 경우 
  

 은 자연수인  ≤≤이 존재한다.
, , ,  중  ≥가 존재하면


  



  이므로 주어진 조건을 만족시키지 않는다.

그러므로 , , ,  중  ≥가 존재하지 않는다.
또한 , , ,  중 가 존재하지 않으면  , , , 

에 대하여 
  



  

그러므로 , , ,  중 하나가 이다.
만약    
     
만약    
     
만약    
     

또는    
만약    


  



   이므로 조건을 만족시키지 않는다.

따라서 (ⅰ), (ⅱ)에 의하여
모든 의 값의 합은   

14-1 [정답] ③

[해설]
조건 (가)에서   ×  
  이므로     
조건 (나)에 의해
   

    

   

    

   

   

  

이 의 배수가 아니면서 짝수이면
 ,       ⋯ 

조건 (가)에 의해
   

 ×    

   
 ×    

이 의 배수가 아니면서 홀수이면
 ,       ⋯ 

조건 (가)에 의해
   

 ×    

   
 ×    

      

       

         ⋯ 이므로 
수열 의 첫째항부터 제항까지의 합을
이라 하면
  

         ⋯ 

  
   

조건 (가)에 의해
      ,   
      ,   
      ,   
따라서   

[참고]
   , , , , , , , , 

, , , , , , , 
, ⋯

14-2 [정답] ④

[해설]
조건 (나)에 의해
  이므로    ,   
   

   

    

    

   

  

이 의 배수가 아니면서 짝수이면
 ,       ⋯ 

조건 (가)에 의해
   

 ×    

   
 ×    

이 의 배수가 아니면서 홀수이면
 ,       ⋯ 

조건 (가)에 의해
   

 ×    
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   
 ×    

      

       

         ⋯ 이므로 
수열 의 첫째항부터 제항까지의 합을
이라 하면
  

         ⋯ 

  
   

조건 (가)에 의해
      ,  
      ,  
      ,  
따라서   

15-1 [정답] ②

[해설]
조건 (나)에서   이므로 이 의 배수인 경우와 의 배수가 
아닌 경우로 나누어 생각하자.
(ⅰ) 이 의 배수인 경우

   (는 자연수)라 하면   
가 홀수일 때 는 의 배수이고
  ,   이므로

  ,   에서  


는 홀수이므로  이고   
가 짝수일 때 는 의 배수가 아니고
  ,   이므로
  ,   에서  
는 짝수이므로  이고   
따라서    또는   
  인 경우   이고
   또는   
  인 경우   이고 
   또는   

(ⅱ) 이 의 배수가 아닌 경우 
   또는    (는 자연수)일 때 
, , 는 모두 홀수이고     이므로 
조건 (나)를 만족시키지 못한다. 
   (는 자연수일 때   ,   이고 
  이므로      에서  , 
이때  이므로   
따라서    또는   이다.
  인 경우   
  인 경우    또는   

(ⅰ), (ⅱ)에서  ,  이고  

15-2 [정답] 100

[해설]
조건 (나)에서  ≤이므로 이 의 배수인 경우와 의 
배수가 아닌 경우로 나누어 생각하자.
(ⅰ) 이 의 배수인 경우

   (는 자연수)라 하면   
가 홀수일 때 는 의 배수이고
  ,   이므로
  ,  ≤에서 ≤  이므로 조건을 
만족하지 않는다.
가 짝수일 때 는 의 배수가 아니고
  ,   이므로
  ,  ≤에서  ≤ 

는 짝수이므로  이고   
따라서     또는    이고
  인 경우 
   
  인 경우  
   또는   

(ⅱ) 이 의 배수가 아닌 경우 
   또는    (는 자연수)일 때 
, , 는 모두 홀수이고 
      이므로 조건을 만족시키지 
못한다. 
   (는 자연수일 때   ,   이고 
  이므로    
 ≤에서 ≤, ≤ 이므로 모든 항이 
자연수라는 가정에 모순된다.

(ⅰ), (ⅱ)에서  ,  이고  

16-1 [정답] ③

[해설]
첫째항이 자연수인 수열 에서   이다. 

자연수 에 대하여    이면   인 홀수 는 존재하지 
않는다.    일 때 의 값이 짝수이면




  ,      

따라서 자연수 에 대하여    이면   이다. 
수열 의 모든 항은 자연수이므로 

   ,     또는    ,   
(ⅰ)    ,   일 때

  

() 가 홀수일 때
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
  에서       ,   
a  가 홀수일 때


  에서      
∴   

b 가 짝수일 때




 에서       ⋯⋯ ㉠


  인 홀수  은 존재하지 않는다. 

 이 짝수이면    

      ∴   

⋯⋯ ㉡
() 가 짝수일 때




 에서      

㉡에서   일 때   이므로 같은 방법으로 하면  의 
값은 

  

a  가 홀수일 때


  에서      

  인 홀수  은 존재하지 않는다. 

 이 짝수이면    

      ∴   

b 가 짝수일 때




 에서       ⋯⋯ ㉢


  인 홀수 은 존재하지 않는다. 

 이 짝수이면    

      ∴   

(ⅱ)    ,   일 때
㉠에서   일 때     또는   이므로 같은 
방법으로 하면 의 값은 

    또는   
()   일 때

  

㉠에서   일 때     또는   이므로 같은 방법으로 
하면  의 값은 

    또는   
  이면      
㉡에 의하여   이면      
a   일 때

㉠에 의하여        또는   
b   일 때

㉢에서   일 때     또는   이므로 같은 방법으로 
하면

    또는   
()   일 때

㉡에 의하여      

 이 홀수이면   에서      

이 짝수이면 

 에서      


    또는   인 홀수 는 존재하지 않는다. 

  에서 의 값이 짝수이면 

 에서

  

  에서  의 값이 짝수이면 

 에서

  

a   일 때


  인 홀수  은 존재하지 않는다. 

 이 짝수이면    

      ∴   

b   일 때

 이 홀수이면           ∴   

 이 짝수이면    

      ∴   

(ⅰ), (ⅱ)에 의하여  의 값은 
 ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  , 

이다. 따라서 모든  의 값의 합은 이다.

16-2 [정답] 149

[해설]
첫째항이 자연수인 수열 에서   이다. 

자연수 에 대하여    이면   인 홀수 는 존재하지 
않는다.    일 때 의 값이 짝수이면




  ,      

자연수 에 대하여    이면   인 홀수 는 존재하지 
않는다.    일 때 의 값이 짝수이면




 ,      

따라서 자연수 에 대하여    이면   이다. 

자연수 에 대하여    이면   인 홀수   
따라서 자연수 에 대하여    이면   이다. 
수열 의 모든 항은 자연수이므로 

   ,   
     ,   일 때

() 가 홀수일 때


  에서       ,   
a 이 홀수일 때


  에서  은 존재하지 않는다.   

b 이 짝수일 때




 에서      

㉠   를 만족하는 짝수 
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


    이다.

㉡   를 만족하는 홀수 
     

() 가 짝수일 때




 에서      

a  가 홀수일 때


  에서 홀수  는 존재하지 않는다. 

b 이 짝수이면    

      ∴   

      


  인 홀수 은 존재하지 않는다. 

 이 짝수이면    

      ∴   

()   일 때, 
  a 가 홀수일 때


  에서 홀수 는 존재하지 않는다. 

b 가 짝수이면 

      ∴   

()   일 때, 
  a 이 홀수일 때


  에서 홀수   

b 이 짝수이면 

      ∴   

    
따라서  의 값은 

   

이다. 따라서 모든 의 값의 합은 이다.

17-1 [정답] ④

[해설]
조건 (나)에서 
이 홀수이고  이 홀수이면  는 짝수, 
이 홀수이고  이 짝수이면  는 홀수, 
이 짝수이고  이 홀수이면  는 홀수, 
이 짝수이고  이 짝수이면  는 짝수이다. 
조건 (가)에서 가 홀수이므로
과  중 하나는 홀수, 다른 하나는 짝수이어야 한다.
(ⅰ) 이 홀수이고 가 짝수인 경우 

는 홀수이고 은 짝수이다.
  ,    (, 은 자연수)라 하면 
조건 (나)에 의하여 
×는 짝수이므로   , 
×은 홀수이므로   , 
×는 짝수이므로   
  에서    

이므로 가능한 의 값은 , , , , 이다.
(ⅱ) 이 짝수이고 가 홀수인 경우 

는 홀수이고 도 홀수이다.
      는 자연수 라 하면 조건 (나)에 
의하여
×는 홀수이므로   , 
×은 짝수이므로   , 
×는 짝수이므로   
  에서    
이므로 가능한 의 값은 , , , , 이다.

(ⅰ), (ⅱ)에 의하여 의 최댓값은 , 최솟값은 
따라서   

17-2 [정답] ⑤

[해설]
조건 (나)에서 
이 홀수이고  이 홀수이면  는 짝수, 
이 홀수이고  이 짝수이면  는 홀수, 
이 짝수이고  이 홀수이면  는 홀수, 
이 짝수이고  이 짝수이면  는 짝수이다. 
조건 (가)에서 가 홀수이므로
과  중 하나는 홀수, 다른 하나는 짝수이어야 한다.
(ⅰ) 이 홀수이고 가 짝수인 경우 

는 홀수이고 은 짝수이다.
  ,    (, 은 자연수)라 하면 
조건 (나)에 의하여 
×는 짝수이므로   , 
×은 홀수이므로   , 
×는 짝수이므로   
  에서    
이므로 가능한 의 값은 , , ,  이다.

(ⅱ) 이 짝수이고 가 홀수인 경우 
는 홀수이고 도 홀수이다.
      는 자연수 라 하면 조건 (나)에 
의하여
×는 홀수이므로   , 
×은 짝수이므로   , 
×는 짝수이므로   
  에서    
이므로 가능한 의 값은 , , , 이다.

(ⅰ), (ⅱ)에 의하여 의 최댓값은 , 최솟값은 
따라서   

18-1 [정답] ④

[해설]
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이 자연수라 하자. 자연수 에 대하여
  이면 

  





 , 

  이면 

  





 , 

  이면    

 

이므로 이 자연수이면  도 자연수이다.
이 자연수이므로 모든 자연수 에 대하여 은 자연수이다.

⋯⋯ ㉠

가 의 배수이면   
 이므로

  에서 

 ,  

가 되어 ㉠을 만족시키지 

않는다.
그러므로 는 의 배수가 아니다.

 




이므로   에서






 


  

㉠에 의하여   
(ⅰ) 이 의 배수인 경우

  


 이므로   

의 값을 구하면
ⓐ 가 의 배수인 경우

  


 이므로   

ⓑ 가 의 배수가 아닌 경우

 




 이므로   이 되어 ㉠을 

만족시키지 않는다.
그러므로   
의 값을 구하면
ⓐ 이 의 배수인 경우

  


 이므로   

ⓑ 이 의 배수가 아닌 경우

 




 이므로   

㉠에 의하여   
(ⅱ) 이 의 배수가 아닌 경우

 




 이므로   

㉠에 의하여   
의 값을 구하면
ⓐ 가 의 배수인 경우

  


 이므로   

ⓑ 가 의 배수가 아닌 경우

 




 이므로   가 되어 ㉠을 

만족시키지 않는다.
그러므로   
의 값을 구하면
ⓐ 이 의 배수인 경우

  


 이므로   

ⓑ 이 의 배수가 아닌 경우

 




 이므로   

㉠에 의하여   
(ⅰ), (ⅱ)에 의하여 모든 의 값의 합은
  

18-2 [정답] ④

[해설]
이 자연수라 하자. 자연수 에 대하여
  이면 

  





 , 

  이면 

  





 , 

  이면    

 

이므로 이 자연수이면  도 자연수이다.
이 자연수이므로 모든 자연수 에 대하여 은 자연수이다.

⋯⋯ ㉠
는 의 배수가 아니면

 




이므로   에서






 


  이므로 자연수 가 존재하지 않는다.

가 의 배수이면   
 이므로

  에서 

 ,   

따라서   
(ⅰ) 이 의 배수인 경우

  


 이므로   

의 값을 구하면
ⓐ 가 의 배수인 경우
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  


 이므로   

ⓑ 가 의 배수가 아닌 경우

 




 이므로   이 되어 ㉠을 

만족시키지 않는다.
그러므로   
의 값을 구하면
ⓐ 이 의 배수인 경우

  


 이므로   

ⓑ 이 의 배수가 아닌 경우

 




 이므로   

㉠에 의하여   을 만족시키는 자연수 은 
존재하지 않는다.

(ⅱ) 이 의 배수가 아닌 경우

 




 이므로   

㉠에 의하여   
의 값을 구하면
ⓐ 가 의 배수인 경우

  


 이므로   

ⓑ 가 의 배수가 아닌 경우

 




 이므로   가 되어 ㉠을 

만족시키지 않는다.
그러므로   
의 값을 구하면
ⓐ 이 의 배수인 경우

  


 이므로   

ⓑ 이 의 배수가 아닌 경우

 




 이므로   가 되어 ㉠을 

만족시키지 않는다.
(ⅰ), (ⅱ)에 의하여 모든 의 값의 합은
  

19-1 [정답] ④

[해설]
조건 (가)에서 자연수 에 대하여
  이면       이고
 ≥이면    log  ≥이므로
 이상의 모든 자연수 에 대하여  ≥이다.
조건 (가), (나)에서
, 의 값을 구하면

(ⅰ) ≤  일 때
        에서  ≥이므로

  을 만족시키지 않는다.
(ⅱ)  ≥일 때

  log ≥에서  ≥

  을 만족시키려면
  ,    그러므로
  ,   
의 값을 구하면

    (ⅰ) ≤   일 때      이므로
  을 만족시키지 않는다.

    (ⅱ)  ≥일 때   log  이므로
   그러므로   

     , , 의 값을 구하면
    (ⅰ) ≤   일 때

  
   이므로 ≤  

        (a) ≤  일 때      이므로 ≤   을 
만족시키지 않는다.

        (b)  ≥일 때   log 에서 ≤   , 

  이면      
 이므로 ≤  를 

만족시키지 않는다.
 ≥이면   log 에서 ≤  

      (ⅱ)  ≥일 때
  log에서     

          (a) ≤  일 때
  

   이므로   를
만족시키지 않는다.

          (b)  ≥일 때
  log에서     

  이면      
이므로

  을 만족시키지 않는다.
 ≥이면   log에서   

따라서
의 값은 ≤   또는   이므로

 ,  이고 log 

 log 



 

19-2 [정답] ④

[해설]
조건 (가)에서 자연수 에 대하여
  이면       이고
 ≥이면    log  ≥이므로
 이상의 모든 자연수 에 대하여  ≥이다.
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조건 (가), (나)에서
, 의 값을 구하면
(ⅰ) ≤  일 때
        에서  ≥이므로

  을 만족시키지 않는다.
(ⅱ)  ≥일 때

  log ≥에서  ≥

  을 만족시키려면
  ,    
의 값을 구하면

    (1) ≤  일 때      이므로
  을 만족시키지 않는다.

    (2)  ≥일 때   log  이므로
  

     ,  의 값을 구하면
     ≤   일 때

  
   이므로   을 만족시키지 않는다.

      ≥일 때
  log  에서     

          (a) ≤  일 때

  
   

 이므로   를

만족시키지 않는다.
          (b)  ≥일 때

  log에서   

따라서   ,  

log  

20-1 [정답] ③

[해설]
 ≤이면     에서   이므로  ≤를 
만족시키지 않는다. 그러므로   이고   에서 
  이다.
  일 때,   에서   이고
 ≤일 때,     에서   이다.
(ⅰ)   인 경우

①   이면   에서   이다.
  일 때,   에서   이고
 ≤일 때,     에서   이다.

②  ≤이면     에서   이다.
  일 때,     이므로   을 만족시키지 
않는다.
 ≤일 때,     에서   이므로 
 ≤을 만족시키지 않는다.

(ⅱ)   인 경우

①   이면   에서   이므로   를 
만족시키지 않는다.

②  ≤이면     에서   이다.
  일 때,   에서   이고
 ≤일 때,     에서   이다.

(ⅰ), (ⅱ)에서    또는    또는   
또는   이다. 따라서 구하는 모든 의 값의 곱은 
××× 

20-2 [정답] ③

[해설]
 ≤이면     에서   이므로  ≤를 
만족시키지 않는다. 그러므로   이고   에서 
  이다.
  일 때,   에서   이고
 ≤일 때,     에서   이다.
(ⅰ)   인 경우

①   이면   에서   이다.
  일 때,   에서   이고
 ≤일 때,     에서   이다.

②  ≤이면     에서   이다.
  일 때,     이므로   을 만족시키지 
않는다.
 ≤일 때,     에서   이므로 
 ≤을 만족시키지 않는다.

(ⅱ)   인 경우
①   이면   에서   이므로   를 

만족시키지 않는다.
②  ≤이면     에서   이므로  ≤를 

만족시키지 않는다.
(ⅰ), (ⅱ)에서    또는   

따라서 구하는 모든 의 값의 곱은 ×


